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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ïðåäëîæåíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ñóììàðíîãî âçâåøåííîãî çàïàçäûâàíèÿ â êîíâåéåðíûõ ñèñòåìàõ, ðàçëè÷àþùèåñÿ òåì, ÷òî
â îäíîì èç íèõ ðàñïèñàíèå ñòðîèòñÿ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå (ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïåðâàÿ
ðàáîòà â ðàñïèñàíèè, çàòåì âòîðàÿ è ò. ä.), à â äðóãîì  â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ñíà÷àëà
âûáèðàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà â ðàñïèñàíèè, çàòåì ïðåäïîñëåäíÿÿ è ò. ä.). Ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíî, ÷òî ýåêòèâíîñòü ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ ïî èñõîäíûì äàííûì, è ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé
âûáîðà äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷è áîëåå ýåêòèâíîãî ìåòîäà (èç äâóõ ïðåäëîæåí-
íûõ).
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíâåéåðíûå ñèñòåìû, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ìèíèìèçàöèÿ ñóì-
ìàðíîãî âçâåøåííîãî çàïàçäûâàíèÿ.
Ââåäåíèå
àññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòàÿ êîíâåéåðíàÿ ñèñòåìà èç m ìàøèí (ñì. [1, ñ. 136℄).
Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü n ðàáîò, êàæäàÿ èõ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïî÷êó
èç m îïåðàöèé. Âñå ðàáîòû ãîòîâû ê âûïîëíåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè 0, äëÿ êàæ-
äîé ðàáîòû i çàäàíû äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ di è âåñ wi , à
äëÿ êàæäîé îïåðàöèè j ðàáîòû i  äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ pij . Äîïóñòèìîå
ðàñïèñàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
1) êàæäàÿ ìàøèíà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò âûïîëíÿòü íå áîëåå îäíîé
îïåðàöèè;
2) ëþáàÿ îïåðàöèÿ ëþáîé ðàáîòû íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ðàíåå ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ
ïðåäûäóùåé îïåðàöèè òîé æå ðàáîòû;
3) îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ áåç ïðåðûâàíèé è ïîðÿäîê ïðîõîæäåíèÿ ðàáîò ïî
âñåì ìàøèíàì îäèíàêîâûé.
Ïóñòü Ci  ìîìåíò çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû i è Ti = max{0, Ci − di} 
çàïàçäûâàíèå ðàáîòû i . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò, îáåñ-




Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî ñóììàðíîå âçâåøåííîå çà-
ïàçäûâàíèå â êîíâåéåðíîé ñèñòåìå, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè.
Îäíàêî êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìå, íåâåëèêî (ñì., íàïðèìåð,
[27℄). Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî âçâåøåíííîãî çàïàçäûâà-
íèÿ äàæå äëÿ îäíîãî èñïîëíèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [8℄. Ïîýòîìó âíèìàíèå
èññëåäîâàòåëåé ïðåèìóùåñòâåííî íàïðàâëåíî íà ðàçðàáîòêó ðàçëè÷íûõ ýâðèñòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàê, íàïðèìåð, ìåòîä îòæèãà [5℄, ìåòîä ìóðàâüèíûõ êîëîíèé [9℄,
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ìåòîä ïòè÷üèõ ñòàé [6℄ è äð. Òåì íå ìåíåå ðàçðàáîòêà òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, òàê êàê îíè äàþò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, îöåíèòü ýåêòèâ-
íîñòü ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à òàêæå êëàññèèöèðîâàòü çàäà÷è ïî òðóäîåìêîñòè
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ.
Â ñòàòüå ïðåäëîæåíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, îòëè÷àþùèõñÿ ïî-
ðÿäêîì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ: ñ íà÷àëà (Forward) è ñ êîíöà (Bakward), è
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ íà çàäà÷àõ, ïîëó÷åí-
íûõ ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà çàäà÷ èç [10℄. åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî
òðóäîåìêîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ëþáûì âàðèàíòîì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ ïî èñõîäíûì äàííûì.
Áîëåå òîãî, íà áîëüøèíñòâå êëàññîâ çàäà÷ âàðèàíòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö âåäóò
ñåáÿ ðàçíîíàïðàâëåííî, è ïîýòîìó äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü áîëåå
ýåêòèâíûé âàðèàíò.
Â òåîðèè ðàñïèñàíèé áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ðåãóëÿðíûå êðèòåðèè êà÷åñòâà ðàñ-
ïèñàíèé.
Îïðåäåëåíèå 1. Êðèòåðèé f : Rn → R áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì, åñëè






i=1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: Ci ≤ C
′
i,
i = 1, 2, . . . , n , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(C1, . . . , Cn) ≤ f(C
′
1, . . . , C
′
n).
Ïðèâåäåííîå ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùå-
íèåì ïîíÿòèÿ íåóáûâàþùåé óíêöèè, è îíî àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îïðåäå-
ëåíèþ ðåãóëÿðíîãî êðèòåðèÿ èç [1, . 13℄. Íî â [11, . 24℄ ðåãóëÿðíûé êðèòåðèé
ïðåäñòàâëåí êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ âîçðàñòàþùåé óíêöèè, ïðè÷åì íåñìîòðÿ íà
òî ÷òî îïðåäåëåíèå äàíî ñ îøèáêàìè, èç òåêñòà îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àâòîðû
èìåëè ââèäó èìåííî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ âîçðàñòàþùåé óíêöèè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ
ýòîé íåòî÷íîñòè ââåäåì ïîíÿòèå ñòðîãî ðåãóëÿðíîãî êðèòåðèÿ, ÿâëÿþùååñÿ ìíîãî-
ìåðíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ âîçðàñòàþùåé óíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2. Êðèòåðèé f : Rn → R áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ðåãóëÿðíûì, åñ-






i=1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: Ci ≤ C
′
i
i = 1, 2, . . . , n è ñóùåñòâóåò k : Ck < C
′
k , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(C1, . . . , Cn) <
< f(C′1, . . . , C
′
n).
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòîé ìàøèíû íàçûâàåòñÿ èñêóññòâåííûì, åñëè äëÿ ýòîé ìà-
øèíû åñòü ðàáîòà, îæèäàþùàÿ âûïîëíåíèÿ (ñì. [11, . 38℄).
Òåîðåìà. Ëþáàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé ñ ðåãóëÿðíûì êðèòåðèåì èìååò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î÷åâèäíî.
Òàê êàê êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ
n∑
i=1
wiTi ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì (íî
íå ñòðîãî ðåãóëÿðíûì), òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû è óñëîâèÿ 3) äîïóñòèìîñòè ðàñïè-
ñàíèÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå çàäà÷è ìîæíî èñêàòü
â êëàññå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ðàñïèñàíèé [11, ñ. 109℄.
1. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö
Êàê èçâåñòíî, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö  ýòî êëàññ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, èìåþùèõ, êàê ïðàâèëî, êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âêëþ÷àåò ÷åòûðå êîìïîíåíòà
(ñì. [13, ñ. 33℄):
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• êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, îõâàòûâàþùåå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé;
• èåðàðõè÷åñêèé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ îõâàòûâàþùåãî ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà
âïëîòü äî îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, îïèñûâàåìûé äåðåâîì ïåðåáîðà ðåøåíèé,
è ïðàâèëî îáõîäà ýòîãî äåðåâà;
• ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íèæíåé (äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè) èëè âåðõíåé (äëÿ çàäà÷è
ìàêñèìèçàöèè) îöåíêè öåëåâîé óíêöèè äëÿ ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé, îïðåäåëåí-
íîãî ëþáûì óçëîì äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé;
• áûñòðûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (íà÷àëüíîãî ðå-
êîðäà).
Ñóòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óëó÷øåíèè ðå-
êîðäà (íàèëó÷øåãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà òåêóùåì ýòàïå âû÷èñëåíèé)
ïóòåì îáõîäà äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
ïðåíåáðåæåíèå îáõîäîì ïîääåðåâüåâ, ðàñòóùèõ èç óçëîâ äåðåâà, â êîòîðûõ îöåí-
êà öåëåâîé óíêöèè íå ëó÷øå ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé óíêöèè. Çàìåòèì,
÷òî ýåêòèâíîñòü ìåòîäà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà îïòèìàëüíûõ èëè áëèçêèõ ê îï-
òèìàëüíûì ðåøåíèé, ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ îöåíêè
öåëåâîé óíêöèè è êà÷åñòâà íà÷àëüíîãî ðåêîðäà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ðåêîðäà ìîæíî âûáðàòü ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ëèáî èêòèâíûé
ðåêîðä  ïðîèçâîëüíîå îðìàëüíîå ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé óíêöèè, çàâå-
äîìî õóæå îïòèìàëüíîãî.
1.1. Äåðåâî ïåðåáîðà ðåøåíèé è ïîðÿäîê åãî îáõîäà. Êàê áûëî îò-
ìå÷åíî âûøå, êëàññ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ðàñïèñàíèé ñîäåðæèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ïîýòîìó åãî è âûáåðåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé. Â ïðåäëàãàåìûõ íèæå âàðèàíòàõ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìíîæåñòâî,
îõâàòûâàþùåå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïåðåñòà-
íîâî÷íûõ ðàñïèñàíèé. Âàðèàíòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì
ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ: âàðèàíò Forward ñòðîèò ðàñïèñàíèå ñ íà÷àëà (íà ïåðâîì
óðîâíå äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâàÿ ðàáîòà â ðàñïèñàíèè, íà âòîðîì  âòîðàÿ è ò. ä.),
à âàðèàíò Bakward  ñ êîíöà (íà ïåðâîì óðîâíå äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ
ðàáîòà â ðàñïèñàíèè, íà âòîðîì  ïðåäïîñëåäíÿÿ è ò. ä.).
Äåðåâî ïåðåáîðà ðåøåíèé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðå-
ñòàíîâî÷íûõ ðàñïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå êîðíþ (óçëó íóëåâîãî óðîâíÿ) äåðåâà,
ðàçáèâàåòñÿ íà n ïîäìíîæåñòâ. Êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
âõîäÿùèå â íåãî ðàñïèñàíèÿ èìåþò îäíó è òó æå ðàáîòó íà ïåðâîì (Forward)
èëè íà ïîñëåäíåì (Bakward) ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü ïîðîæäàåò n óçëîâ
ïåðâîãî óðîâíÿ. Äàëåå êàæäîå èç ìíîæåñòâ ðàñïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì
ïåðâîãî óðîâíÿ, ðàçáèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà n − 1 ïîäìíîæåñòâ ðàñïè-
ñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì âòîðîãî óðîâíÿ, è ò. ä.
Î÷åâèäíî, ÷òî óçåë äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé óðîâíÿ k ñîîòâåòñòâóåò êîðòåæó
pik , ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé ñïèñîê èíäåêñîâ k ïåðâûõ èëè ïîñëåäíèõ ðàáîò ðàñïè-
ñàíèÿ. Êîðíþ äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé êîðòåæ pi0 , à ëèñòó äåðåâà  íåêîòîðûé
êîðòåæ pin−1 , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèé ïåðåñòàíîâî÷íîå ðàñïèñàíèå.
Â îáîèõ âàðèàíòàõ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö óçëû, ïîëó÷åííûå ïðè î÷åðåäíîì
âåòâëåíèè, ñîðòèðóþòñÿ ïî íåóáûâàíèþ íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé óíêöèè äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ðàñïèñàíèé, à îáõîä äåðåâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
ëåâîñòîðîííåãî îáõîäà.
1.2. Âû÷èñëåíèå íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé óíêöèè ïðè ïîñòðîåíèè
ðàñïèñàíèÿ ñ íà÷àëà. Ïóñòü pik  ñïèñîê èíäåêñîâ k ïåðâûõ ðàáîò ðàñïèñàíèÿ,
I  ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ðàáîò, íå âêëþ÷åííûõ â ñïèñîê pik . Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè öåëåâîé óíêöèè äëÿ çàäàííîãî pik .
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Ìåòîä Forward
1. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå ñîãëàñíî ñïèñêó pik è ïîëó÷èì ìîìåíòû çàâåðøåíèÿ
ðàáîò Ci , i = pi
k
1 , . . . , pi
k
k .
2. Âû÷èñëèì íèæíèå îöåíêè ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ ðàáîò C′i , i ∈ I ïðè óñëîâèè
ïîñòàíîâêè êàæäîé èç íåïîñòàâëåííûõ â ðàñïèñàíèå ðàáîò íà (k + 1)-å ìåñòî.
















1.3. Âû÷èñëåíèå íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé óíêöèè ïðè ïîñòðîåíèè
ðàñïèñàíèÿ ñ êîíöà. Ïóñòü òåïåðü pik  ñïèñîê èíäåêñîâ k ïîñëåäíèõ ðàáîò
ðàñïèñàíèÿ, I  ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ðàáîò, íå âêëþ÷åííûõ â ñïèñîê pik . Íèæå
ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè öåëåâîé óíêöèè äëÿ çàäàííî-
ãî pik .
Ìåòîä Bakward
1. Âû÷èñëèì íèæíèå îöåíêè ìîìåíòîâ íà÷àëà ðàáîòû ìàøèí:
h1 = 0, hj = hj−1 +min
i∈I
pij−1, j = 2, . . . ,m.
2. Âû÷èñëèì íèæíèå îöåíêè ìîìåíòîâ îñâîáîæäåíèÿ ìàøèí ïîñëå âûïîëíåíèÿ
ðàáîò ìíîæåñòâà I îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ:
1) ïðîñòåéøèé ñïîñîá:
fj = hj +
∑
i∈I
pij , j = 1, . . . ,m;
2) òàê êàê ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ ìàøèíû j ïðè j > 1 íå ìîæåò áûòü ìåíüøå,
÷åì fj−1 +min
i∈I
pij , òî ïðåäûäóùèå îöåíêè ìîæíî óñèëèòü:
f1 = h1 +
∑
i∈I
pi1, fj = max{hj +
∑
i∈I
pij ; fj−1 +min
i∈I
pij}, j = 2, . . . ,m;
3) îáîçíà÷èì ÷åðåç Sijk íèæíþþ îöåíêó ñäâèãà ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ðàáîòû i
íà ìàøèíå k îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ðàáîòû i íà ìàøèíå j (j < k ), âû-
÷èñëÿåìóþ ïî îðìóëå Sijk =
k∑
l=j+1
pil , à òàê êàê ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ ìàøèíû j
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì fl+min
i∈I











Silj}}, j = 2, . . . ,m .
Çàìåòèì, ÷òî òðåòèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ìîìåíòîâ îñâîáîæäå-
íèÿ ìàøèí ïîñëå âûïîëíåíèÿ ðàáîò ìíîæåñòâà I ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì âòîðîãî ñïîñîáà è èäåéíî áëèçîê ñïîñîáó âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè







k=2 çàâèñÿò ëèøü îò èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, è èõ ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ìåòîäà.
3. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòîâ îñâîáîæäåíèÿ ìàøèí {fj}
m
j=1 , ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå ñî-
ãëàñíî ñïèñêó pik = 〈pik1 , . . . , pi
k
k〉 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì íèæíèå îöåíêè ìî-
ìåíòîâ çàâåðøåíèÿ ðàáîò Ci , i = pi
k
1 , . . . , pi
k
k . Âû÷èñëèì íèæíþþ îöåíêó öåëåâîé
óíêöèè äëÿ ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïèñêó pik , îäíèì èç äâóõ
ñïîñîáîâ:





















{wimax{0, fm − di}} .
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Ôàêòè÷åñêè îïèñàíî øåñòü àëãîðèòìîâ ìåòîäà Bakward, îòëè÷àþùèõñÿ ñïî-
ñîáàìè âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ìîìåíòîâ îñâîáîæäåíèÿ ìàøèí è íèæíèõ
îöåíîê öåëåâîé óíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
{fj}
m
j=1 íà øàãå 2 ìåòîäà äàåò ðåçóëüòàòû íå õóæå ïðåäûäóùåãî, íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå
òðóäîåìêèì. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è îòíîñèòåëüíî ñïîñîáîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ F (pik) .
2. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
2.1. åíåðàöèÿ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåðàòîð èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷ [10℄, äàþùèé çà-
äà÷è ñ çàðàíåå çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè äâóõ ïàðàìåòðîâ  TF (tardiness fator) è































ãäå dmax = max
1≤i≤n
di è dmin = min
1≤i≤n
di .
Ïîñêîëüêó äàëåå ïàðàìåòðû TF, RDD áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ è êàê ïàðàìåòðû
ãåíåðàòîðà, è êàê ïàðàìåòðû çàäà÷è, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçëè÷àòü èõ, áóäåì îáî-










Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñãåíåðèðîâàííàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó, îïðåäåëåí-























Àëãîðèòì ãåíåðàöèè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è




èç èíòåðâàëà [0, 1℄ è
ïàðàìåòð ∆ > 0 .






































ñëó÷àéíî ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó âûáåðåì çíà÷åíèÿ {di}
n
i=1 .
5. Ïîëîæèì di = max{di,
m∑
j=1
pij} , i = 1, . . . , n .

















+∆] , òî ïåðåéäåì ê
ï. 2, èíà÷å îñòàíîâ: èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è ñãåíåðèðîâàíû.
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Òàáë. 1






0.1 0.1 1.00 / 101373 1.02 / 95233 1.09 / 90658
0.1 0.3 0.40 / 42830 0.42 / 41328 0.47 / 41169
0.1 0.5 0.24 / 26391 0.25 / 25432 0.27 / 25035
0.1 0.7 0.02 / 2096 0.02 / 1931 0.02 / 1834
0.1 0.9 0.02 / 2607 0.02 / 2389 0.02 / 2117
0.3 0.1 0.24 / 23285 0.25 / 22225 0.27 / 20768
0.3 0.3 0.13 / 12533 0.13 / 11670 0.15 / 11281
0.3 0.5 0.07 / 7260 0.07 / 6519 0.08 / 6072
0.3 0.7 0.06 / 5710 0.06 / 5313 0.07 / 4986
0.3 0.9 0.09 / 7886 0.09 / 7565 0.10 / 7027
0.5 0.1 0.17 / 14277 0.18 / 13423 0.20 / 12592
0.5 0.3 0.17 / 14459 0.18 / 13129 0.20 / 12351
0.5 0.5 0.15 / 12067 0.16 / 11346 0.18 / 10885
0.5 0.7 0.28 / 22875 0.30 / 21835 0.34 / 20841
0.5 0.9 0.34 / 27110 0.37 / 26023 0.42 / 25297
0.7 0.1 1.14 / 86267 1.23 / 81081 1.38 / 76292
0.7 0.3 1.16 / 87211 1.26 / 82886 1.45 / 79868
0.7 0.5 1.54 / 116679 1.67 / 111409 1.92 / 107235
0.7 0.7 1.45 / 107690 1.58 / 103133 1.82 / 100499
0.9 0.1 6.33 / 479005 6.94 / 464290 7.97 / 450690
0.9 0.3 4.11 / 300035 4.51 / 291930 5.22 / 284208






òàáóëèðîâàëèñü îò 0.1 äî 0.9 ñ øàãîì h , ðàâíûì 0.2, íî íà
îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â [10℄, ãåíåðàöèÿ çàäà÷ ïðîèçâî-







< min{1; 2.3− 2 · TF
gen
};




áûëî ñãåíåðèðîâàíî N çàäà÷ ñ ðàçìåðíî-
ñòÿìè n×m (n  êîëè÷åñòâî ðàáîò, m  êîëè÷åñòâî ìàøèí).
åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 16. Çíà÷åíèÿ â òàáëèöàõ ïðè-
âåäåíû â îðìàòå A/B , ãäå A  ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (â ñåêóíäàõ), B 
ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà PowerBook G4 (1.67 GHz, 512 MB).
Ýêñïåðèìåíò 1
Öåëüþ ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿëîñü ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííûõ â ñòàòüå ñïî-
ñîáîâ âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê â ìåòîäå Bakward. Êàæäàÿ çàäà÷à áûëà ðåøå-
íà âñåìè øåñòüþ àëãîðèòìàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ ñïîñîáàìè âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ
îöåíîê ìîìåíòîâ îñâîáîæäåíèÿ ìàøèí è öåëåâîé óíêöèè. Àëãîðèòìû ìåòîäà
Bakward îáîçíà÷åíû êàê X -Y , ãäå X  íîìåð ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ íèæíåé
îöåíêè ìîìåíòîâ îñâîáîæäåíèÿ ìàøèí (ñì. ï. 2 ìåòîäà Bakward), Y  íîìåð
ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè öåëåâîé óíêöèè (ñì. ï. 3 ìåòîäà Bakward).
Èç òàáë. 1 (â íåé ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû, â êîòîðûõ íèæíÿÿ îöåíêà öåëåâîé
óíêöèè âû÷èñëÿëàñü ñïîñîáîì 1) âèäíî, ÷òî àëãîðèòì 1-1 äëÿ âñåõ êëàññîâ çàäà÷
äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò â ñìûñëå ñðåäíåãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è, òîãäà êàê
àëãîðèòì 3-1  íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò â ñìûñëå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà ïðîñìîòðåííûõ
óçëîâ.
186 È.Ê. ÀÀÏÅÅÂÈ×, Â.. ÔÀÇÛËÎÂ
Òàáë. 2






0.1 0.1 1.03 / 101125 1.05 / 94989 1.12 / 90301
0.1 0.3 0.42 / 42828 0.43 / 41312 0.48 / 41160
0.1 0.5 0.25 / 26316 0.26 / 25359 0.28 / 24965
0.1 0.7 0.02 / 2096 0.02 / 1931 0.02 / 1834
0.1 0.9 0.02 / 2607 0.02 / 2389 0.02 / 2117
0.3 0.1 0.23 / 21294 0.23 / 19881 0.27 / 19877
0.3 0.3 0.12 / 11460 0.13 / 11168 0.14 / 10907
0.3 0.5 0.08 / 7961 0.08 / 6937 0.09 / 6631
0.3 0.7 0.06 / 5717 0.06 / 5317 0.07 / 4981
0.3 0.9 0.09 / 7828 0.10 / 7383 0.11 / 6842
0.5 0.1 0.18 / 14229 0.18 / 13111 0.20 / 12176
0.5 0.3 0.18 / 13875 0.18 / 12450 0.20 / 11792
0.5 0.5 0.16 / 11951 0.17 / 11188 0.19 / 10740
0.5 0.7 0.29 / 22611 0.31 / 21303 0.34 / 20128
0.5 0.9 0.35 / 26462 0.38 / 25021 0.43 / 24132
0.7 0.1 1.11 / 80006 1.11 / 70862 1.17 / 63598
0.7 0.3 1.17 / 82004 1.20 / 75212 1.33 / 70676
0.7 0.5 1.57 / 110530 1.63 / 101716 1.80 / 95468
0.7 0.7 1.50 / 103482 1.55 / 93958 1.74 / 89508
0.9 0.1 5.43 / 379828 5.30 / 327479 5.74 / 299432
0.9 0.3 3.70 / 252273 3.67 / 221173 4.03 / 205961
Èç òàáë. 2 (â íåé ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû, â êîòîðûõ íèæíÿÿ îöåíêà öåëåâîé
óíêöèè âû÷èñëÿëàñü ñïîñîáîì 2) âèäíî, ÷òî àëãîðèòì 1-2 äëÿ áîëüøèíñòâà êëàñ-
ñîâ çàäà÷ äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò â ñìûñëå ñðåäíåãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è, çà
èñêëþ÷åíèåì êëàññîâ ñ TF = 0.9 , ãäå ëó÷øèì îêàçàëñÿ àëãîðèòì 2-2. Íàèëó÷øèé
ðåçóëüòàò â ñìûñëå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ ïîêàçàë àëãîðèòì
3-2.
Â öåëîì ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà âèäíî, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîé àëãîðèòì
1-1 äëÿ áîëüøèíñòâà êëàññîâ çàäà÷ äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû â ñìûñëå ñðåäíåãî
âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è, çà èñêëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1) äëÿ êëàññîâ (0.3; 0.1), (0.7; 0.1) ëó÷øèìè îêàçàëèñü àëãîðèòìû 1-2 è 2-2;
2) äëÿ êëàññà (0.3; 0.3) ëó÷øèì îêàçàëñÿ àëãîðèòì 1-2;
3) äëÿ êëàññîâ (0.9; 0.1), (0.9; 0.3) ëó÷øèì îêàçàëñÿ àëãîðèòì 2-2.
Âèäíî òàêæå, ÷òî àëãîðèòì 3-2 ïðîñìàòðèâàåò íà 1020% óçëîâ ìåíüøå, ÷åì
äðóãèå àëãîðèòìû.
Ýêñïåðèìåíò 2
Âòîðîé ýêñïåðèìåíò áûë ïîñâÿùåí âûÿâëåíèþ ýåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ñîð-
òèðîâêè óçëîâ ïî íåóáûâàíèþ íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé óíêöèè (ñì. ï. 1.1). Îáîè-
ìè ìåòîäàìè áûëî ðåøåíî ïî 100 çàäà÷ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé äëÿ êàæäîé ïàðû
ïàðàìåòðîâ TF, RDD êàê áåç ñîðòèðîâêè, òàê è ñ ïðåäâàðèòåëüíîé ñîðòèðîâêîé
óçëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ñîðòèðîâêà
óçëîâ ñîêðàùàåò ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íå ìåíåå ÷åì âäâîå.
Ýêñïåðèìåíò 3
Òðåòèé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ ñ êîíöà è ñ íà÷àëà. Êàæäàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà äâóìÿ ìåòîäàìè: Bakward
(ëó÷øèì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà àëãîðèòìîì) è Forward.
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Òàáë. 3






0.1 0.1 1.00 / 101373 35.59 / 5727497
0.1 0.3 0.40 / 42829 18.78 / 2939693
0.1 0.5 0.24 / 26391 5.21 / 789569
0.1 0.7 0.02 / 2095 0.75 / 102734
0.1 0.9 0.02 / 2606 0.11 / 14694
0.3 0.1 0.23 / 19881 7.46 / 920219
0.3 0.3 0.12 / 11460 5.12 / 619750
0.3 0.5 0.07 / 7259 2.62 / 321121
0.3 0.7 0.06 / 5709 0.82 / 98397
0.3 0.9 0.09 / 7886 0.25 / 29494
0.5 0.1 0.17 / 14277 1.95 / 212231
0.5 0.3 0.17 / 14459 1.47 / 151503
0.5 0.5 0.15 / 12066 0.94 / 93741
0.5 0.7 0.28 / 22874 0.61 / 62777
0.5 0.9 0.34 / 27110 0.25 / 25541
0.7 0.1 1.11 / 70862 0.66 / 64960
0.7 0.3 1.16 / 87210 0.58 / 56578
0.7 0.5 1.54 / 116679 0.58 / 55622
0.7 0.7 1.45 / 107690 0.42 / 39338
0.9 0.1 5.30 / 327479 0.40 / 37572
0.9 0.3 3.67 / 221173 0.35 / 33790
Òàáë. 4






0.5 0.5 0.66 / 47521 8.77 / 884497
0.5 0.7 1.78 / 132084 2.31 / 201575
0.5 0.9 1.93 / 129900 1.53 / 131280
0.7 0.1 3.24 / 193158 4.52 / 426094
0.7 0.3 5.46 / 354248 3.23 / 278696
0.7 0.5 9.11 / 696781 1.92 / 158464
Òàáë. 5






0.1 0.7 2.27 / 87680 7.37 / 424348
0.1 0.9 4.72 / 198159 1.04 / 50518
0.3 0.1 6.78 / 253904 16.16 / 786554
0.3 0.3 19.77 / 772338 15.40 / 778159
0.3 0.5 6.91 / 261586 8.38 / 399909
0.3 0.7 14.22 / 545578 5.56 / 271307
0.3 0.9 8.84 / 324139 1.76 / 86190
0.5 0.1 17.81 / 669627 5.81 / 264634
0.5 0.3 19.18 / 693398 4.40 / 194186
Â òàáë. 3 âèäíà ÷åòêàÿ òåíäåíöèÿ çàâèñèìîñòè òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷
äëÿ êàæäîãî ìåòîäà îò êëàññà, êîòîðàÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåí-
òîâ è íà çàäà÷àõ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé. Òàê, òðóäîåìêîñòü ìåòîäà Forward ïàäàåò
ñ ðîñòîì TF , à äëÿ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé TF ïàäàåò ñ ðîñòîì RDD . Äëÿ ìåòîäà
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Òàáë. 6
m/n (TF ;RDD) m/n (TF ;RDD)
< 0.20 (0.9; 0.1) 0.420.46 (0.5; 0.5)
0.200.26 (0.7; 0.7) 0.470.52 (0.5; 0.3)
0.270.32 (0.7; 0.3) 0.530.60 (0.3; 0.9)
0.330.37 (0.5; 0.9) 0.610.75 (0.3; 0.7)
0.380.41 (0.5; 0.7) > 0.75 (0.1; 0.7)
Bakward ñâîéñòâåííà äðóãàÿ òåíäåíöèÿ è íàèáîëåå òðóäîåìêèìè ÿâëÿþòñÿ çà-
äà÷è êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ TF ∈ {0.7, 0.9} . Áîëåå òîãî, âèäíà ÷åòêàÿ ãðàíèöà: äî
êëàññà (0.5; 0.7) âêëþ÷èòåëüíî áîëåå ýåêòèâíûì (â ñìûñëå ñðåäíåãî âðåìåíè
ðåøåíèÿ çàäà÷è) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Bakward, à ïîñëå  ìåòîä Forward.
Áûëî ïðîâåäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
m è n , â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âûÿñíèëîñü, ÷òî ãðàíèöà ýåêòèâíîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ ìåòîäîâ çàâèñèò íå îò ñàìèõ çíà÷åíèé m è n , à îò èõ ñîîòíîøåíèÿ.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå âñåãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ìåòîäà
Bakward íà ìåòîä Forward. Â òàáë. 4, 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òîâ íà òåõ êëàññàõ, ãäå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü â âûáîðå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Èç òàáë. 4 âèäíî, ÷òî ïðè m/n , ðàâíîì 0.230.32, íà êëàññå (0.5; 0.9) ëó÷øèì
îêàçûâàåòñÿ ìåòîä Forward, â òî âðåìÿ êàê íà ñëåäóþùåì êëàññå (0.7; 0.1) îí
ïðîèãðûâàåò ìåòîäó Bakward; èç òàáë. 5 âèäíî, ÷òî ïðè m/n , ðàâíîì 0.610.75,
íà êëàññàõ (0.1; 0.9) è (0.3; 0.3) ëó÷øèì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä Forward, â òî âðåìÿ
êàê íà êëàññàõ (0.3; 0.1) è (0.3; 0.5) ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Bakward.
Ìû ðåêîìåíäóåì âûáèðàòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 6.
Â íåé óêàçàíû òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ìåòîäà Bakward íà ìåòîä Forward â ëè-
íåéíîì ñïèñêå êëàññîâ (TF ;RDD) , óêàçàííîì â òàáë. 3, â çàâèñèìîñòè îò m/n .
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìåòîä Bakward íåâûãîäíî èñïîëüçî-
âàòü íà êëàññàõ ñ TF = 0.9 , òî ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü èñïîëüçîâàòü åãî â îðìå
àëãîðèòìà 1-1 (ñì. îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà 1).
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  10-01-00728).
Summary
I.K. Agapeevih, V.R. Fazylov. Two Shemes of the Branh and Bound Method for a Flow
Shop Total Weighted Tardiness Minimization Problem.
Two shemes of the branh and bound method for a ow shop total weighted tardiness
minimization problem are suggested in this paper. The rst sheme onsists in the onstrution
of the shedule in the ommon order (at the beginning the rst work in the shedule is
hosen, then the seond work, et.) and the seond sheme presupposes the onstrution of the
shedule in the inverse order (at the beginning the last work in the shedule is hosen, then
the penultimate work, et.). It is shown by numerial experiments that the eieny of the
methods strongly depends on the problem's parameters, whih an be easily alulated from
the initial data. Criteria for hoosing the most eient method for any partiular problem are
proposed.
Key words: ow shop, branh and bound method, total weighted tardiness minimization.
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